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Resume : On developpe une approche generale du Theoreme limite cen- 
trale presque sure pour les martingales vectorielles quasi-continues a gauches 
convenablement normalisees et on degage une extension quadratique de ce 
theoreme tout en precisant les vitesses de convergence qui lui sont asso- 
cies.L' application de ce resultat a un P.A.I.S. illustre I'usage qu'on pent en 
faire en statistique. 

1 Introduction. 

1.1 Motivation. 

Etabli suite aux travaux pionniers de ? et de ?, le theoreme de la lim- 
ite centrale presque-sure (TLCPS) a revele un nouveau phenomene dans la 
theorie classique des theoremes limites. En effet, pour une marche aleatoire 
{Sn)n>i a valeurs dans et dont les accroissements sont des v. a. i.i.d., 
centres de variance C, le (TLCPS) assure que les mesures empiriques loga- 
rithmiques associees aux v. a. (n"^/^^^) c'est a dire : 

N 
n=l 

verifient 

^J-N =^ ^oo P-S., 

ou est la loi Gaussienne de moyenne 0, de variance C et 6x la mesure de 
Dirac en x. Dans ce cadre, et sous des conditions d'uniformes integrabilite 
par exemple, on dispose de la propriete suivante appelee loi forte quadratique 
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(LFQ) : 



N 




lim {logN)-^S2n-^SnS* = C p.s. 



ou 5* designe le transpose du vecteur Sn- 

Le theoreme de la limite centrale presque-sure ainsi que les divers theoremes 
"logarithmiques" qui lui sont associes ont mene a une litterature etendue du- 
rant la decennie passee. En effet, ils ont ete generalises aux martingales 
discretes unidimensionnelles par ? et ? puis aux martingales discretes d- 
dimensionnelles par ? et ensuite aux martingales continues par ?. 

Les resultats de ? et de ? ont ete obtenus grace a une approximation forte 
de la martingale M par une trajectoire Brownienne realisee en exploitant 
la methode de troncature. Alors que les resultats de ? ont ete obtenus en 
reprenant la technique de la fonction caracteristique utilisee par ? pour de- 
montrer le theoreme de la limite centrale generalise pour les martingales. 

Le but de cet article consiste d'une part a generaliser le theoreme de 
la limite centrale presque-siire aux martingales quasi-continues a gauches et 
d'autre part a etablir des theoremes limites precisant les vitesses de con- 
vergences (en loi et au sens presque-sur) de la loi forte quadratique (LFQ) 
associee a ce theoreme de la limite centrale presque-sure pour les martingales 
quasi-continues a gauches. L'exemple suivant met en evidence I'application 
des differents theoremes obtenus et leur usage en statistique 

1.2 Estimation de la variance d'un P.A.I.S. 

Soit {St)t>o un processus a accroissements independants et stationnaires 
(P.A.LS.) dont la mesure de Levy des sauts v verifie : 



La loi forte quadratique (voir Theoreme l,S.2p nous permet de definir un esti- 
mateur fortement consistant de cj^. En effet on a le resultat suivant 




pour un p > 1 



(1.1) 



ou F est une mesure positive sur R. On note : 



m = ESi, a^ = ESf 



<2 2 

I — m . 




Si de plus, pour un p > 1/2 on a 




r<t 
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alors le theoreme de la limite centrale associe a la loi forte quadratique (voir 
Theoreme nous permet d'etablir le resultat suivant 

Vlog(l + t)(<7^ - a^) ^ 0T(0, ia^). 

Ces resultats seront etendus a des P.A.I.S. ponderes. (voir la partie 4 du 
papier). Les principaux resultats sont enonces au paragraphe suivant et de- 
montres au paragraphe 4. Au paragraphe 3, on regroupe les outils techniques 
utilises dans les preuves. Ces outils sont etablis au paragraphe 5. 

2 Preliminaires 

On note ||.|| la norme Euclidienne sur M''. Pour une matrice reelle car- 
ree A : A* , tr(A), et det(^) designent respectivement la matrice trans- 
posee, la trace et le determinant de A. La norme de A est definie par : 
ll^lP = ti{A*A). On considere une martingale quasi-continue a gauche 
M = {Mt)t>o c?-dimensionnelles, localement de carre integrable, definies sur 
un espace de probabilite filtre (^j)j>o,P). On considere de meme un 

processus deterministe V = (Vi)t>o a valeurs dans I'ensemble des matrices 
inversibles. Dans la suite on rappelle un theoreme fondamental de ? qui nous 
sera utile dans les preuves de nos principaux resultats. 

Pour u G M*^ on definit 

$t(n) :=exp(-^n*(iVr)tn 

+ / / (exp(i(u, x) — 1 — i(n, x)) z^*^((is, dx) j 
Jo JK.'i ' 

ou iVf^, v^' sont respectivement la partie martingale continue et la mesure 
de Levy des sauts de M . 

Theoreme 2.1 (Theoreme Limte Centrale Generalise pour les Mar- 
tingales). Soit M = {Mt)t>o une martingale locale, d-dimensionnelle, nulle 
en et quasi-continue d gauche. Soit V = {Vt)t>o une famille deterministe 
de matrices inversibles. Si le couple {M,V) verifie I'hypothese : 

( ^t{{Vt*y^u) ^ ^^{r],u) p.s. 

^QoiVi''^) non nulle p.s. 

(ou rj designe une v. a. sur {VL,J-,f), eventuellement degeneree et a valeurs 
dans un espace vectoriel de dimension finie X) alors on a 

Zt := VfHit Zoo := S(?7) 

de maniere stable ou (S(x),x € X) est un processus de loi Q et independant 
de la v.a r]. 
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Notons que pour {x, u) E X xW^ 



designe la transformee de Fourier des lois marginales unidimensionnelles 
(7r{x,.);x G X) d'une loi de probabilite Q sur I'espace M'^) des fonc- 
tions continues de X dans W^. 

3 Enonce des principaux resultats 

Dans la suite, on donne quelques proprietes aux quelles doit obeir la nor- 
malisation matricielle (Vt). On dit que la famille (14) verifie la condition (C) 
si les trois proprietes {(CI), (C2), (C3)} ont lieu : 

• (CI) t i-> est de classe ; 

• (C2) il existe sq > tel que pour tout t > s > sq on a VsV* < VtVf 
(au sens des matrices reelles symetriques positives) ; 

• (C3) il existe une fonction a = {at) continue, decroissante vers a 
I'infini, telle que : 

At := / ttgds t oo pour i j oo 
Jo 

et une matrice U verifiant : 

0't^^t~^-T- - U = At, avec lim At = 
dt t— >oo 

et telle que la matrice symetrique S := U + U* soit definie positive. 

3.1 Theoreme de la limite centrale presque-sure generalise. 

Theoreme 3.1. Soit M = {Mt)t>o une martingale locale, d-dimensionnelle, 
nulle en et quasi- continue a gauche. Soit V = {Vt)t>o une famille deter- 
ministe de matrices inversibles satisfaisant aux conditions (C). Si le couple 
{M,V) verifie I' hypothese (H) et I'hypothese 

{HI): Vf'{M)t{VtT'-C p.s., 

(oil C est une matrice aleatoire ou non) alors les mesures (/Ur) aleatoires 
definies par : 

MR = (log (detyj)) / 6zJ\og{deiV^), ou Zr = V-^Mr 

Jo 
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verifient la version generalisee suivante du TLCPS 



(TLCPSG): fiR^fioo p-s.. 
Remarques 1. Notons que sous I'hypothese (TCI) et I'hypothese 

I'hypothese (TL) a lieu avec 

r/ = C^/^ et ^oo{x,u) = exp{—-u*xx*u). 
L 'hypothese iTi') est plus connue sous le nom de condition de Lindberg. 

3.2 Lois fortes quadratiques associees au TLCPS 

Le theoreme suivant donne une loi forte des grands nombres avec une 
normalisation matricielle : 

Theoreme 3.2. Soit M = {Mt)t>o une martingale locale, d-dimensionnelle, 
quasi- continue a gauche et nulle en 0. On suppose que pour une famille 
de matrices inversibles V = {Vt)t>o verifiant la condition (C). Si le couple 
{M,V) satisfait aux hypotheses : {Ti), CHI), 

(W2): Vf'[M]t{Vn-'^C p.s.. 

et 

(TCS) : C = J xx*dnoo{x). 

(oil /ioo = /^ool"^) •) designe la probabilite de transition (eventuellement non 
aleatoire) loi de la v. a $](r/(a;)) (voir Theoreme \2. 1]) ). Alors on a les resultats 
suivants : 

(LFQ): (log(dety|))-W ^-^M^.M; y;-id(log(det F/) ^ C p.s., 

Jo 

(LL) : WV-^MrW = o(Vlog(detK2)) ^ 

Remarque 1. Notons que I'hypothese {Ti3) est automatiquement verifiee 
sous les hypotheses {TL') et (Til). 
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3.3 Vitesses de convergence de la LFQ (cas d'une normali- 
sation matricielle) 

Dans la suite on donne un TLC pour la LFQ etablie ci-dessus. 

Th6or6me 3.3. Soit M={Mt, t>0) une martingale locale, d-dimensionnelle, 
quasi- continue a gauche, nulle en 0. On suppose que pour une famille de 
matrices inversibles V = {Vt)t>o verifiant la condition (C) et que le cou- 
ple {M,V) satisfait aux hypotheses : (TL), CHI), {T~L2) et (TiS). Supposons 
de plus, que la condition {C2>) est verifiee avec Af = 0{A^ ^^^), {t oo). 
Alors si R designe la matrice symetrique, positive solution de I 'equation de 
Lyapounov : 

I = RU + U*R, 

on obtient : 

(log(dety,2))-V2 / tx\v-\M,_Ml_-[M],){V:)-Ad{\og{deiV^)) 
Jo 

2^tT{S) tT{CRCR)G, (3.2) 

oil C := UC+CU* , S = U +U* (U etant la matrice definie dans la condition 
(C)) et G une gaussienne centree reduite. Si de plus pour un p > 1/2 on a 
que : 

iog(det(y,2))'|tr{y,-i([M]t)(y;)-i-c}| = o(i) p.s., (t^oo) 

alors 

(log(detF,2))-V2 f\r\v-\Ms_M:_){V:)-' - c]d{log{detV,^)) 
Jo 



^2^tT{S)tr{CRCR)G. (3.3) 

Dans ce cas, on donne une loi du logarithme itere logarithmique associee 
a la (LFQ) qu'on notera : (LILL) 

Theoreme 3.4. Soit M={Mt, t > 0) une martingale locale, d-dimensionnelle, 
quasi- continue a gauche, nulle en 0. On suppose que pour une famille de ma- 
trices V = {Vt)t>o verifimit la condition (C), le couple {M,V) satisfait aux 
hypotheses : (H), CHI), (7^2) et CH3). Supposons de plus que : 

E[supMt(AMt)*] < oo. 

On considere R la matrice symetrique, positive solution de I'equation de 
Lyapounov : 

I = RU + U*R. 
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Si pour un p > 1/2 on a que : 

log{det{Vt^)Y\tT{Vf'[MUVn"' -C}\= 0(1) p.s., (t ^ oo) 

alors 

a „(.og(detF.^)) /t^^{'^.-(M.-^C-)('-.•)- -P}4'°g(detF.-)) 

< Jti{S)tr{CRCR) p.s., 



oil C := UC+CU* , S = U +U* (U etant la matrice definie dans la condition 
(C)) et h{u) = v^2uloglog~u pouru > e. 

3.4 Vitesses de convergence de la LFQ (cas d'une normali- 
sation scalaire) 

On dira que Vt est une normalisation scalaire verifiant la condition (C) si 
elle est de la forme 

Vt = vtid 

ou Vt est une fonction scalaire de classe satisfaisant au deux conditions 
suivantes 

• il existe un sq ^ tel que pour tout t > s > sq on a < 

• il existe une fonction a = (at) continue, decroissante vers a I'infini, telle 
que : 

■At = / as t oo pour t t oo 
Jo 

et un scalaire positif tj tel que 

a^^v^^v[ — T] = 6t, avec lim 5t = 0. (3.4) 

t^oo 

Ainsi le theoreme limite centrale asocie a la (LFQ) est donne par le resultat 
suivant 

Theoreme 3.5. Soit M={Mt, t > 0) une martingale locale, d-dimensionnelle, 
quasi- continue a gauche, nulle en 0. Soit V = {Vt)t>o une normalisation 
scalaire verifiant la condition (C) et tel que le couple (M, V) satisfait aux hy- 
potheses : iT~L), CHI), {'H2) et {7i3). Supposons de plus que la relation \S.4^ 
est verifiee avec 6t = 0{A^ ), (t — > oo). Alors il vient que 

(log(^2))-i/2 /■^;2[^^^_^*__[^]^]^(i^g(^2)) ^(2r?C)G, (3.5) 
Jo 
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oil G est une gaussienne centree reduite. Si de plus on suppose que pour un 
p > \/2 on a 



\og[vlP) vi^[M]t -C = 0(1) p.s., {t ^ oo) 



alors 



{\og{vl)) f[v-^Ms_Mt_ - C]d{\og{vl)) => {2r)C)G. (3.6) 
Jo 

Dans ce cadre la loi du logarithme iteree est donnee par le theoreme 
suivant 

Theoreme 3.6. Soit M={Mt, t > 0) une martingale locale, d-dimensionnelle, 
quasi- continue a gauche, nulle en 0. On suppose que pour une normalisaion 
scalaire V = {Vt)t>o verifiant la condition (C), le couple {M,V) satisfait aux 
hypotheses : {H), {'HI), (H2) et {HS). Supposons de plus que : 

E[supMt(AMt)*] < oo. 

Si pour un p > 1/2 on a que : 

log{v^/) \v^^[M]t -C}\= 0(1) p.s., it ^ oo) 

alors 

m ^ f[v-^Ms_M:_-C] d{\og{vl)) < 2rjC p.s., 



oil h{u) = \/2'wloglog u pour u> e. 



4 Demonstration des principaux resultats 

Au debut de ce paragraphe, on donne une propriete simple nous perme- 
ttant de simplifer les preuves des principaux resultats. En effet, on rappelle 
que la differentielle du determinant d'une matrice inversible X est donnee 
par 

ddet{X) = det(X) tr(X-^dX) (4.7) 
On en deduit alors que 

2tr[F-i^^]ds = log(detVi)2, (4.8) 

Compte tenu des conditions (C) on voit que 

log(det(y,^)) 

avec S = U + U* la matrice introduite dans (C3). Ainsi, cette propriete per- 
mettera de remplacer certaines moyennes logarithmiques par des moyennes 
ponderees par la fonction a. 



8 



4.1 Preuve du Theoreme 13.11 

Pour demontrer le Theoreme 13. II on va etudier la fonction caracteristique 
associee aux mesures (hr) donnee par 

i^niu) = {log {detV^)) W exp{i{u,Zr)}dlog{detV,^) 

Jo 

En vue de simplifier la preuve on demontre tout d'abord le lemme suivant 
Lemme 4.1. Sous les hypotheses du Theoreme XH . 1\ 

Ar := i^Riu) - Aj^^ / exp {i {u, Zr)} dAr p.s. (R^O). 
Jo 

Preuve. En decomposant I'expression de Xr comme suit 

Ak = A)j + X%, 

avec 

A|j := (log (detV^)) / exp{i{u, Zr)}d{log {detV^^) - tv{S)Ar) 

Jo 

A|:= ((tr(5)log {detV^}) - A^^) / exp {t {u, Zr)} dAr, 

Jo 

en remarquant que 

\X]i\ < |log (detyJ)p'|log (detVi) -tT{S)AR\ 



et 



on deduit par la relation (|4.9p que A)j — > 0, (i? — > 0). De la meme fagon on 
voit que 

ARtriS) ^ 



l\2 I < 

\^r\ ^ 



log (detyj) 

Ce qui termine la preuve du lemme. □ 

Compte tenu du lemme precedent on conclut que pour demontrer la 
propriete (TLCPS) il nous sufRt de prouver que 

AjI eyip{i{u,Zr)}dAr ^ ^oo{r],u) (4.10) 
Jo 

avec <I>oo(^, est la fonction caracteristique associee a la mesure limite /ioo- 
Ainsi, en vue de demonter cette derniere relation, on va expliciter I'expression 
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de la variable aleatoire complexe exp {z (n, Z^)}. Pour ce fait, On rappllera 
quelques resultats utiles dans la suite. On note ^>t(ti) := exp{Bt{u)} avec 



Bt{u) ■.= --u*{M'), u 



( exp {i {u,x)} — 1 — i {u, x) ) u^' {ds, dx) . 

Soit [Lt{u))t>o le processus defini par 

Lt{u) := [$t(u)]"^expi(u,Mt), 
alors on a le result at suivant 

Lemme 4.2. Le processus {Lt{u))t>o est une martingale locale complexe. De 
plus on a 

1 



l^a^)! <exp|-n* (M), nj. (4.11) 

Preuve. Comme {Bt iu))^^^ est un processus continu on en deduit que 
{Lt{u))t>o est une martingale locale complexe (cf. ?). D'autre part on voit 
que son module vaut 

|Lt(n)|=exp|in* (M^), n| 

xexpj^y {I - cos {u,x)) u"' {ds,dx)^ . (4.12) 

Ainsi la maj oration (|4.11|l decoule directement du fait que 

1 - cosx < x'^/2, Vx G M. 

□ 

Par consequent, demontrer la relation (|4.1()|1 revient a prouver que 

rR 

yi^W Lr{{v;y\)^r{{v;y\)dAr ^ ^ooiv,^). (4.13) 

Jo 

Ainsi, afin d'exploiter le lemme precedent on introduit les temps d'arrets 
suivants. Pour u fixe dans W^, soit 6 > un point de continuite de la v. a. 
tr(C) et c > un point de continuite de la v. a. |^>oo(??, w)|~^- Considerant 
les evenements 

E^. = {triCr) > b} et ^^f'^ = {|«>^(u)r^ > c} , 



ou 
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on definit le temps d'arret : 



avec 



' inf {t < r / tv{V-^M)t (K*)"^) > b} si est realise, 



smon 



et 



inf {t < r / \^t{{V*)-^u}\-^ > c} si ^"''^ est realise, 



smon 



U 



est une martin- 



Notons que d'apres I'inegalite (|4.11|l . yLtATr{(^r , , j 

gale locale complexe dont le module est majore par exp(6 /2). C'est 
done une martingale d'esperance 1. D'oii la propriete : 

E W,.((K*)"'^) = 1- 

II vient alors que 

JO 



LrATr{{V;)-^u) - 1 ^oo{V,u)dAr+AR{b, 



c,u 



+ 6'jiib,c,u)+5Ub,c,u) (4.14) 



avec 



Aji(b,c,u) := A]^^ / exp{i{u,V;'^Mr)} dAr 
Jo 

-A^' / ew{i{u,V-'MrATr)}dAr, (4.15) 
Jo 

l-R 



et 



5Ub,C,u) := A],' / Lr{{V;)-\) [^rAniiKT'u) - ^r{{V;)-\)]dAr. 



Par consequent la relation (|4.13p est immediate des que les deux proprietes 
suivantes sont verifiees 



Ai?, {b, c, u) + (5^(6, c, u) + 5^(6, c, li) ^ 



et 



LrATr{{y:)~^u) -l\dAr ^ ^ p.S.. 



(4.16) 

(4.17) 
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4.1.1 Verification de la propriete ()4.16j> 

Comme Lr[{V*)^^u) < c on en deduit que 

Jo 

Ainsi vu I'hypothese (Ti.) il vient que 

lim \d'ji{b, c,u)\ — > p.s.. 

Par ailleurs, on voit que 

Anib, c, u) V 6'^{b, c, u) < 2cA^^ / l^T^^^ydAr. 

Jo 

Or on sait que d'une part 

et que d'autre part P(tr(C) = b) = F(|<&oo(f?, '")|~"'^ = c) = 0. Par consequent, 
a I'aide des hypotheses (TCI) et (Ti) il vient que 



limsupA^(6, c,n) V 5^(6, c,n) < 2c(l^^^^^^ > 5} + > 

Ainsi en faisant tendre 6 et c de maniere sequentielle et de sorte qu' on ait 
toujours P(tr(C) = b) = P(|<i>oo(??, -w)!""^ = c) = 0, on obtient que 

lim \dji{b,c,u)\ — > p.s.. 

R—fOO 

En vue de simplifier les notations on pose 

Lr{u) := W.((i;*)-M- 

Le reste de la preuve du theoreme, consiste a etablir la convergence p.s. des 
moyennes Aj^^ Lr{u)dAr vers 1. On se propose alors de montrer d'abord 
que cette convergence a lieu en moyenne quadratique. D'oii I'etape cruciale 
suivante consacree a I'estimation de la covariance du couple Lp(ti)) . 



4.1.2 Estimation de la covariance du couple \^Lr {u) , Lp {u] 
Pour tons u G W^, {p, r) G ]R_|_ x avec p < r, notons 



Kp^riu) Lp(n)-1 L, (n) - 1 \. 
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Comme {Lr^tATr ('"))t>o ™^ martingale on verifie aisement que 



/Cp,, (tx) = E {Zp (u) 



e|Zp (ti)E{L,(n) /i^pATp} [ -1; 



E 



Ainsi I'inegalite de Cauchy Schwarz donne 

/ ~ 2\ 1/2 1/2 

< (^E L,(n) J (e I - 1| ) 

< ( E \Lp{u)\') (e I ((K*)"'^) I' - 1^ 



Or de I'inegalite H4.1H1 on voit que d'une part 

E|L,(n)|2 < Eexp{ n* V'' (M)^^^^ (V;)-' u} 
< exp I?) ||«||^| 

et que d'autre part 

E I ((K*)''^^) I' < exp { u* (M)^^^^ n} 
< exp|5||uf IlK^Vpll^} . 

Ensuite, en utilisant I'inegalite : Vt > 0, e* — 1< te* il vient que 

E I {{V:)-^u) I' - 1 < 6 lltif Vpf exp {ft ||nf . 

La preuve du lemme suivant est explicitee dans la derniere section. 

Lemme 4.3. Si la normalisation (V^) verifie les conditions (C) alors, pour 
tout (r, p) G M_|_ X M_|_ avec p < r, il existe no G N tel que 



En tenant compte du resultat precedent il vient que 

/ det \ i 



.detK 

pour une constante independante de p et de r. 
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4.1.3 Convergence presque sure de Aj^^ Lr (u) dAr vers 1. 

Dans la suite on verifie d'abord que 



E 



R 



Lr{u) - 1) dAr 



0{Ar){R^^), (4.19) 



En effet, 



R 



Lr{u) -l]dA 



R f-r 

Jo 



et par I'inegalite l|4.18|l . il vient que 

E 



Lr{u) - 1 dAr 







< d 



te 



R t-r 

Jo 



detK 



detK 



dApdAr. (4.20) 



Or, en utilisant la relation H4.8|) on voit que 



detV^p 
detK 



et done par la condition (C3) il vient que 



detK 



exp 



{-tr [U]{Ar 



Ar. 



On en deduit alors qu' il existe > tel que Vr > tq on a 



.detFp 



/"^ di 

dAp< J exp^-- tr [U]{Ar - Ap)^ dA 
1 -expj-^tr [U]Ar^ 



< 



diiU 
4 

dtTu 



puisque U est une matrice definie positive. D'ou le resultat annoce en (|4.19|1 . 
Ainsi, A~j^ {u) dAr tend vers 1 en moyenne quadratique. Posant 

Rk = ini{r / yt> r, At>k'^}, 

il est clair que Ar^^ = 0(k'^) {k oo). Ainsi il vient que 



E' 



Lriu) - 1 I dAr 







O (k-^) (k^oo), 
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on en deduit alors que 



rRk 



A 



Or pour R G [Rk,Rk+i[ on a : 



Lr{u)dAr — > 1 p.S.. 



R rRk 
A^ 1 {Lriu)-l)dAr- A]^^ {Lr{u) -l)dAr 



< 



A^W {Lr{u) -l)dAr- A]^^ {Lriu)-l)dAr 

Jo Jo 
f-Rk rRk 
A-^ / iLr{u) - l)dAr - A-^ / iLr{u) - l)dAr 
Jo ^ Jo 

rRk+1 rRk 
A;^1 / {\Lr{u)\ + 1) dAr + \A~' - A-l\ / {\Lr{u)\ + l) dA, 

J J 



<2{1 + c)A-l{An,^,-AR^) 



Rk 

0(i) (.^»). 



Puisque [Ar^,^-^ — A/j^) = Oykj . Ce qui acheve la preuve du Theoreme IH.ll 
□ 

4.2 Preuve du Theoreme lOl 

Pour Zt := V^'^Mt et S = U + U* {S etant la matrice reguliere de la 
condition (C3)), La premiere partie de cette preuve consiste a demontrer la 
relation suivante 

A^W\Ztf+ f Z, *SZs dAs) ^ iiiC^I^SC^/^) p.S.. (4.21) 
Jo 

En effet, en appliquant la formule d'lto a la semimartingale \\Zt\\'^ on obtient 
la relation suivante : 

\\Ztf = 2 f Z: V-^dMs, +ti{ f\v:)-w-^d[M]s) 

Jo Jo 

- f zt Vs''d{VsV:){V:)-^Z,_, (4.22) 

JO 



Dans la suite on pose 



A= f z:v-H{Vsv:){v:r^Zs 

JO 
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Kt= f V-^d[MUV:)-^ et Lt= f Z: V-'dMs_. 
Jo Jo 

Avec ces notations, I'egalite H4.22|) s'ecrit : 



\\Ztf + Dt = 2Lt + triKt) (4.23) 

et on a les result at s suivants 
Lemme 4.4. 

^ — > CU* + UC p.s.. (4.24) 

At t^oo 

Preuve. Par la formule d 'integration par parties on voit que 

d{v-'[Muv:)-') = v-'d[Muv:r' - v-\dVs)v~'[Muv:)-' 

- v-\Muv:)-\dVsnv:r\ (4.25) 

done 

Kt = c; + 1^ c'iiv-'^yds + l\ys-'^)c'sds 

avec Ct := Vf'^[M]t{Vt*y'^. Par consequent, 



_ dV, 



Vu riiypotliese (Ti.2) et les conditions (C), on deduit le resultat par lemme 
de Toeplitz. □ 

Lemme 4.5. ^ 

A ~ / Z*SZsdA, p.s. (t^oo). (4.26) 
Jo 



Preuve. On a 

ft rt 



Dt = l z:v-'d{Vsv:){v:)-'z,_ = l^ 



ds, 



ainsi compte tenu des conditions (C) et du Lemme de Toeplitz, on deduit 
aisement le resultat annonce. □ 

Lemme 4.6. 

Lt = o{At) p.s.. (4.27) 

Preuve. La variation quadratique previsible de la martingale locale {Lt)t>o 
vaut : ^ ^ 

{L)t = [ z:v-'d{M),{v:)-'z, = [ z:_dK,Zs_ 

Jo Jo 



ou 



kt = / v~'d{M)s{v:r\ 
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est le compensateur previsible du processus {Kt)t>o- En utilisant une decom- 
position semblable a celle de Kt, on verifie que 

avec Ct = Vt-^{M)t{Vt*y^. Par suite 



{L)t 



[ ii{Zs_z: dCs 

Jo 







f tr 




Jo 





Z.dA. 



dA, 



0( / WZ.ftridCs 



+ 



\ZJ\'tr 



dA, 



Vu I'hypothese (HI), on obtient par le Lemme de Toeplitz : 

{L)t = o(^J^ \\ZsftT{dCs)) +OiDt) p.s.. 

La formule d'integration par parties et la relation H4.2;-i|l donnent : 

I \\Zs\\Hi{dCs) = \\ZtfiT{Ct)+ I ti{Cs)dDs 
Jo Jo 

- I tr(C,) tr(di^,) -2 [ tr(C,) dL, 
Jo Jo 



0{\\Zt\\^ + Dt + tTiKt)+L 



t)- 



avec 



iT{Cs)dLs. 



Deux cas sont alors possibles 

• soit (-L)oo < oo on deduit alors que Lt = 0{Dt) 

• soit (L)oo = oo et on conclut par la loi forte des grands nombres pour 
les martingales scalaires que Lt = o{{L)t). Ainsi on voit que 

/ \\Zsftv{dCs)=0{\\Ztf + Dt + tv{Kt)), 
Jo 
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et par consequent 

{L)t = 0{\\Ztf + Dt + tT{Kt)) p.S.. 

Encore une fois, la loi forte des grands nombres pour les martingales scalaires 
assure que 

Lt = o{\\Ztf + Dt + tv{Kt)) p.S.. (4.28) 
Compte tenu du Lemme et de la relation (|4.2,S|1 . on conclut que : 

Lt = oiAt) p.S.. (4.29) 

□ 

Par consequent la relation 

AtW\Ztf+ f Z*SZ,dAs) ^ti{C^I^SC^'^) p.S., (4.30) 
Jo 

decoule aisement de la relation H4.23|l et des lemmes 14.41 14.51 et 14.61 

Compte tenu de la preuve du Theoreme l3.1l et sous les hypotheses (Til) 
et (Ti), on a que 

jit := A^^ / 6z, dAs =^ fioc P-s.. 
Jo 

On en deduit alors que 

lim / x*Sxdfit{x)> I x*Sxd^ao{x) p.s.. 

Or, d'apres I'hypothese {Ti.3) 

x*Sxdfiooix) = tT{S [ x*xdiioo{x)) =tr(5C) = iT{C^/^ SC^''^) 

done ^ 

IjmAt^ [ Zs*SZsdAs>tT{C^/^SC^/^) p.S.. (4.31) 

t^oo Jo 

Vu les proprietes H4.2H1 et (|4.31|l . on conclut que 

lim /" Z/SZsdAs = ti(C^/^SC^/^). (4.32) 

et on deduit la loi du logarithme a savoir 
(L.L) WVf'Mtf = oiAt) p.S. (t^oo). 

Par ailleurs, S est inversible. On en deduit alors, a I'aide de H4.32p et du fait 
que 

log(detyi2) ~ tT{S)At {t oo) 

(voir la relation l|4.9p ). la validite de la propriete (LFQ). Ce qui acheve la 
preuve. 
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4.3 Preuve du Theoreme 13. 3L 

Posant dt := Vf'^{MtM; - [M]t)(y/)-\ on a le lemme suivant 
Lemme 4.7. 

ft ft 
A;^'^ / tr(e,)d^-(log(dety,2))"V2 / (tr[5])-'/'tr(0,)d(log(dety/)) 
Jo Jo 

— > p.s. {t — > cxd). 

Preuve. D'apres la relation (|4.9|1 on voit que 



At 



-1/2 

tr(5) {t oo) 



Ltr(5)log(dety,2). 
D 'autre part, en utlisant la relation (|4.7jl et la condition (C3) on obtient 

li^ /o^^(^-)^-^- -J = ^ (4 33) 

*-oo J^*tr(0^)d(log(detK2)) t^oo2tr[Vf'^] tr(5) ' 

ce qui acheve la preuve du Lemme. □ 
Ainsi, on se ramene a demontrer que 

A;'^^^ tT[9s\ dAs 2^tT{CRCR)G 

ou G est une gaussienne centree reduite et R designe la matrice symetrique, 
positive solution de I'equation de Lyapounov : 

I = RU + U*R, 

U etant la matrice de la condition (C). 

4.3.1 Une relation fondamentale. 

Posant Zt = V-i^^Mt, alors la formule d'lto donne : 

Jo Jo 

- [ v-\dVs)v-'Ms_M:_{v:)-'+ f v-'d[Muv:)-^ 

Jo Jo 



V-'^Ms_M*_{V*)'^{dVsY{V*)'^. (4.34) 







Plus precisement, on a applique la formule d'lto a la forme quadratique 
((u, Zt)"^) avec u G M'^ et on obtient I'expression precedente par polarisation. 
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En utilisant I'expression (|4.25p on obtient la relation fondamentale suivante : 

+ f V-^dVsOs + f esidVsTiV:)-^ = Ht + H*. (4.35) 
Jo Jo 

avec ^ 

Ht= [ V-^Ms_{dMs_f{V:)-\ 
Jo 

Desormais, pour u G M^, on pose : 

Hr:= f V-Hh_{dMs_r{V:)-^u. (4.36) 
Jo 

Notre objectif est de demontrer un theoreme limite centrale pour la martin- 
gale . Pour cela, on va etudier le comportement asymptotique du crochet 
oblique de cette martingale ainsi que la condition de Lindeberg qui lui est 
associee. 

4.3.2 Comportement asymptotique de {{H'^)t)t>o 

Dans la suite, on demontre la proposition suivante 
Proposition 4.1. 

^ u*CuC p.s.. (4.37) 

Preuve. (H^) est une martingale vectorielle de variation quadratique previs- 
ible : 

{H-)t = fv-^M,_[u*V-^d{M),{V:)-^u]{Ms_nv:)-^ 
Jo 

= [ Z,[u*Vi'd{M)s{V:)-'u]z:. (4.38) 
Jo 

On en deduit alors que pour tout a; S M'' on a : 

x*{H'')tx = I x*Zs[u*V-^d{M)s{V*)-^u]Z*x 
Jo 

= [ {x,Zsf[u*V-'d{M)s{V:)-\]. 
Jo 

On pose alors 

Ft{u) :-- 



[ exp{As)u*V-^d{M)s{V;y^uds. 
Jo 



Ainsi par la formule d'integration par partie on deduit que : 

x*{H'')tx = expi- At) Ft{u){x,Ztf + T exp(-yl,)F,(u)(x, Z,)^^,) - Gt 

Jo 

(4.39) 
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avec 



Gt:= [\xp{-As)Fs{u)d{{x,Zsf). 
Jo 



10 

Le resultat suivant est utile pour la suite 
Lemme 4.8. 

exp{-At)Ft{u) u*Cu p.s., (4.40) 
avec C = UC + CU* ; U etant la matrice introduite dans (C3). 
Preuve. Par la formule d 'integration par parties, on obtient : 

Ft{u) = eMAt)u*VfHM)t{Vn-'u - [\*V-HM)s{V:)-\d{eMAs)) 

Jo 

ft fiY 

+ u*{a-^V-'-^)V-\M)s{V:)-^ud{eMAs)) 

+ u*V-\M),{V:)-'{ai'V,''^yud{eMAs)). 
D'apres I'hypotliese (Ti.1) et le lemme de Toeplitz on voit que : 

^ eMAt)u*Vf\M)t{V:)-\ 



exp(^t) - 1 

u*V-\M)s{V:)-\d{eMAs)) ^0 p.s. 

et d' autre part d'apres I'hypothese (Wl), le lemme de Toeplitz et la condition 
(C3) on obtient que : 

1 / /■* dV 

u*{ai'V-'-^)V-'{M).,iV:)-\d{eMAs)) 



exp{At) — 1\Jq ds 



/* dV 
u*V~\M)s{V:r'{a;W-'^yud{eMAs 



C = UC+CU* p.s. 



ce qui acheve la demonstration. □ 

Par consequent, en combinant le lemme precedent et la propriete (LL) 
on voit immediatement que : 

exp{-At)Ft{u){x,Ztf = o{At) p.s. (4.41) 

Par ailleurs, d'apres le lemme EH et la propriete (LFQ), il vient que : 

A^^ [ exp{-As)Fs{u){x,Zs)^d{As) ^ u*Cux*Cx p.s.. (4.42) 
Jo 

Dans la suite on s'interresse au comportement asymptotique de G. Vu le 
Lemme ITSl il est clair que 

Gt = 0{{x,Ztf) (4.43) 
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done par la propriete (LL) on a 

Gt = o{At) p.s.. (4.44) 

Compte tenu de I'expression (|4.,S9|1 des relations (|4.4ip . (|4.42p et (|4.44p on 
eonelut que 

^ u*CuC p.s.. (4.45) 

Ce qui acheve la preuve. □ 

4.3.3 Verification de la condition de Lindeberg pour la martingale 

{Ht)t>o 

Definition 4.1. Soient A = {At),B = (Bt) deux processus croissants issus 
de 0. On dit que A est domine au sens fort par B,et on ecrit : A « B, 
si {Bt — At;t > 0) est un procssus croissant. 

Le resultat utile suivant est evident : 

Lemrne 4.9^51 A « B, leurs compensateurs previsibles A, B verifient 
aussi A « B . 

Application a la martingale (Hf) 
Le saut a I'instant t de la martingale matricielle : 

ft 



Jo 



vaut 



done : 

IIAi^tf = tr{/\Ht *AHt} = \\Zt-f\\Vf^AMt f 
= \\Zt-fVf^A[M]lVf^ = \\Zt-fAAt 

ou (At) est le processus croissant : 

At= fv-'d[M]:V-\ 
Jo 

Pour r > 0, t > 0, posant : 

^fW= E ll^^«ll'l{||A//.i|>r}, 
s < t 

la condition de Lindeberg au sens de la convergence presque sure pour la 
martingale H s'ecrit : 

Ve > 0, yl^Vf (ev^) ^0, +oo, p.s. (4.46) 
Pour etablir ce resultat, on exploite les deux lemmes suivants : 
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Lemme 4.10. L'hypothese (H2) implique que presque surement 

sup ||V;"^AMt|| < +00. 
t > 

Preuve. En effet, on a : 

^ AMs *{AM,) « [M], 
s < . 

ce qui implique que 

WVf'AM, f < tr{Vf'[M];Vf'}; 

s <t 

d'ou le resultat du lemme, car 

WVf'AMt f < rr'AM, f < tr{Vf'[M]tVf'} = 0(1) p.s. 

s < t 



□ 



Lemme 4.11. Etant donne a g]0, 1], alors : 
oil pour t > 0, r > : 

W = E \\^Hsfl{ ||Z._||>. } ; = Yl |iy-iAM.||>r } 

s <t s <t 

Preuve. L'assertion du lemme decoule de la decomposition evidente suiv- 
ante : 



f^f (" ^) = XI l|A^5ll^l{ ||Ai?,||>a-3 ,||Z^_||>a-i } 
s <t 

+ Yl W^^^f^i ||Ai7,||>a-3 , ||Z,_||< a-i, \\V,-^AM4< a"! } 
s <t 

+ m l|A-^«ll^^{ ||AH,||>a-3 , ||Z.-||< a-i, \\V,-^AM4> a"! }• 
s < t 

II est clair que le premier (resp le troisieme) terme du membre de droite 
de cette egalite est domine au sens fort par {(jl{a~^)) (resp. (crf(a~^)) = 
(cTj (min(a~^, q:~^)) ). Pour le deuxieme terme, on remarque 

{ \\AHs\\ > a-^ \\Z,_\\ < a-\ \\V-^AMs\\ < a"!} C 

{ \\Zs-\\ <a-\ \\Zs-\\ >a-2 } = 0p.s. 

d'apres le choix de a. Le lemme est etabli. □ 
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Corollaire 4.1. Avec les notations du lemme 3, on a : 

a^{r)« / \\Zs-fl{\\z,_\\>r}d^s , <y'^{r) « / || 
Jo Jo 

Par consequent, pour tout t > : 



^s-||^l{A As > r2 }d^s- 



Jo 

Cftir) < I ll^s-f 1{ AA,>r2 }dK < 1{ sup, < , AA. > r2 } / \\ZsA?dKs , 

Jo - Jo 



avec 

rt 



At = / V-^d<M >* V-^. 
Jo 

Validite de la condition de Lindeberg 

Compte tenu de ce qui precede, pour tous a €]0, 1[ , e > et t > 0, on a 
Mais 

crfi^^) < /Vs-fl{||z,_||>a-M^^ 
Jo 

+ 1{ sup, < , AAs > a-2 } / ||Zs-|pdAs, 

Jo 

done par la loi forte quadratique, pour tous a g]0, 1[ , e > : 
lip (ev^) < / Ikf 1{ ||x||>a-i }dfJ^oo{x) 

* JO 

r+oo 

+ ^{ sup, > AA, > a-2 } / IklPfi^ 

Jo 

ce qui implique que la condition de Lindeberg est verifiee. 

4.3.4 Fin de la preuve du Theoreme 13.31 

Vu les proprietes l|4.37|l et (|4.46p . le (TLCG) s'applique pour la martin- 
gale vectorielle et on a : 
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ou C = {UC + CU*) . De I'egalite H4.35|l . il vient que pour toute matrice 
symetrique positive i? on a 

a;^^^ tT{Ret) + a;^^^ tr{ [Rv.^^dVs + {v-'dVsTR] es_ } 



^ 2^ti{CRCR)G 

oil 9t = V^'^^MtMf — [M]t){V^*)~^ et G une variable aleatoire gaussienne 
centree reduite. Par consequent, comme Zt = V^^Mt converge en loi et 
comme V^'^[M]t{yt )^^ converge p.s., on en deduit que 



=> 2^tT{CRCR)G 

Compte tenu de la condition (C3) et de la (L.L) qui garantie que 6t - 
o{At) p.s., on obtient que 



^ tr{ [Has'V-'^ -U) + (a;Vr^^ - U)* r] 9.) 



dA., 



= o[j^ A~^l^ dA,) = o{aI'^) p.s.. (4.47) 

Ainsi pour R solution de I'equation de Lyapounov / = RU + U*R il vient 
que : 

A;^^^ ti{es} dAs 2^tr{CRCR)G (4.48) 

On conclut la preuve de la premiere partie du theoreme par le Lemme r4.71 La 
deuxieme partie du theoreme est immediate en remarquant que Thypothese 
ajoutee est equivalent e a : 



A 



tr{Vf\[M]t){V,*)-'-G} =0(1) p.s., p>l/2. □ 



4.4 Preuve du Theoreme 13.4 



D'apres la relation l|4.,S5|l et pour toute matrice symetrique, solution de 
I'equation de Lyapounov RU + U*R = /, on a : 

ft 



iRGt)+ tr{ 



^^"^'^^''^^ + '^^^ = 2tr{i?i7a. 

(4.49) 



ds 



Comme, 

E sup Mt{AMt)*]<oo impliqueque E[sup Atr{i?iJj] 
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on en deduit par le Theoreme 3 de ? et par la relation (|4.37p que la martingale 
scalaire {ti{RHt})t>o verifie une loi du logarithme itere donnee par : 



ou h{u) = \/2u log log u pour u > e. Compte tenu de la relation H4.47|l et 
du fait que 9t = o{At) on obtient que : 

m-^^l\v{v-\MsM: - [M]s){v:r'}dAs < ^^[crcr) p.s.. 

La fin de la preuve est similaire a celle de la preuve precedente.. □ 

4.5 Preuve des Theoremes HHl et 13761 

Comme La normalisation scalaire est un cas particulier de la normali- 
sation matricielle alors de I'egalite H4.35|l et de la condition (|3.4|) on voit 
que 



A~^''^9t + 2^7^/^ I es_v-^dvs =^ 2^/2^ CG 
Jo 

ou 9t = v^'^ [MfM^ — [M]t) et G une variable aleatoire gaussienne centree re- 
duite. Par consequent, comme Zt = v^^Mt converge en loi et comme v^'^[M]t 
converge p.s., on en deduit que 

A;^^"^ f 9s.a-\;\'^dAs ^ y^CG 
Jo 

Compte tenu de la condition (|3.4|1 et de la (L.L) qui garantie que 9t = 
o{At) p.s., on obtient 

j\a-'v~^v',-ri)dAs = o(^j\~^'^dA,)=o{A]^^) p.s.. (4.51) 

Ainsi on en deduit que 

A;'^^^ [ ti{es} dAs ^ {y^C)G (4.52) 
Jo 

On conclut la preuve de la premiere partie du theoreme par le Lemme 14.71 
qui reste valable pour une normalisation Vt scalaire. La deuxieme partie 
du Theoreme 13.51 est immediate en remarquant que I'hypothese ajoutee est 
equivalent e a : 



a: 



{v^^{[M]t)-C} =0(1) p.s., p>l/2. 
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On donne a present la preuve du Theoreme 13.61 En effet, de la relation 
on a : 

+ 2^ {{a;\;\',)es} dAs = 2Ht. (4.53) 

Comme, 

E[supMi(AMt)*] < cx) implique que E[sup AFt] < oo, 

on en deduit par le Theoreme 3 de ? et par la relation (|4.37p (valable pour une 
normalisation scalaire) que la martingale {Ht)t>o verifie une loi du logarithme 
itere donnee par : 

Ik^^ < v^C p.s., (4.54) 

ou h{u) = ^2'ulog log u pour u > e. Compte tenu de la relation H4.47p et 
du fait que 9t = o{At) p.s. on obtient que : 

lim — — / v-^{MsM: - [M]s) dAs<y^C p.s.. 

t^co h{At) Jo 

La fin de la preuve est similaire a celle de la preuve precedente.. □ 



5 Application : Estimation de la variance d'un 
P.A.I.S. pondere 

Une question interessante nous a ete pose au fur et a mesure que ce travail 
progressait. En effet, il s'agissait de savoir si on pouvait ameliorer la vitesse 
logarithmique (lente) dans la propriete (TLCPS) ainsi que dans les autres 
proprietes qui lui sont associees. Dans ce qui suit on donne une reponse 
a cette question sous forme d'application. On se propose alors d'estimer 
la variance d'un P.A.I.S. pondere. On dira que le processus {St)t>o est un 
P.A.I.S. pondere s'il est de la forme 

St := / Ws dSs 
Jo 

ou w est un processus a variation fini alors que S est un processus a ac- 
croissement independants et stationnaires dont la mesure de Levy des sauts 
1/ verifie : 

Hdt, i.) = at F(d.), avec / |.|^^F(..) < co pour un p > 1, (5.55) 

OU F est une mesure positive sur M. On note : 

m = E 5i, cj^ = E 5^ — w? et Nt = Wr d{Sr — mr). 

Jo 
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Proposition 5.1. Avec les notations precedentes et pour 

wt = - exp— -, aE(0, 1) 

1 — a 2(1 — a) 

on a les proprietes 
1. (TLCPS) 



1 — O /"* r ds n. 



2. (LFQ) 

1 - a /■* _slzfL ,~ <, ds 
t ./n S 



'■= TrrTT / e ^s-; p.s. [t oo). 





Si de plus pour p > 1/2 on a 

^ ' s<t •'^ 

alors on a la propriete 
3. (TLCLFQ) 

[at - ^2) ^ gi(0, 4(1 - a)a^) . 

La preuve de la proposition est laissee en annexe. 
Remarques 

1. Les preuves des proprietes donees dans le paragraphe 1.2 et celle de la 
proposition precedente sont similaires. 

2. Dans la proposition 15. If de la propriete (LFQ) on voit que at est un 
estimateur fortement consistant de o"^. Cependant, vu la proprete (TL- 
CLFQ), I'intervalle de confiance associe a cet estimateur est asympto- 
tiquement meilleur que celui donne par I'estimateur sans ponderation 
a savoir I'estimateur a (voir partie 1.2) 

6 Annexe 

6.1 Preuve du Lemme l47 



La propriete (|4.8|1 implique que pour tout couple (pi, P2) £ IR+ x M+ avec 
Pi < P2, on a : 

tr(^'' V-'d{VsV:) {V:r') = log(detyp,)2 _ iog(detypj2^ (6.56) 
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Or, vu que : 

tr( r v,r'd{Vsv:) (v:)-') = tr( T {Vsv:)-'d{Vsv:)) 

Jpl J pi 

>tr((y,,y;j-' f'\{VsV:) 

J pi 

> Miyp^Vp^y {Vp.Vp\-VpiVp\ 



> tr(i,-v-%Xi(Ky' 



on en deduit que : 



tr 



P2 



pi 



Les deux proprietes (|6.56p et H6.57|l impliquent done que 
d - I|K;'^pJ' < log(det Vp, f - log(det V, 



Pour un no fixe considerons maitenant la subdivision suivante : po 
pi < • • • < Pno = r, on a alors : 



(6.57) 

(6.58) 

= p < 



no-l 



K%r < n Vpt.^p. 

j=0 
no-l 



n 

j=0 



d- d 



no-l 

i=o 



< exp < 

< exp < 



n — 1 



Eh 



i=o 

^ n— 1 

-^[log(dety, 




log(detV; 



pj, 



D'ou I'inegalite 



n 
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6.2 Preuve de la Proposition 15.11 

On salt que S est un processus a accroissement independents et station- 
naires (P.A.I.S.) par consequent Nt := jQWrd{Sr — mr) est une martingale 
dont la variation quadratique est donnee par {N)t = £w^dr. Pour 

wt = - exp— -, ae(0, 1) 

1 — a 2[1 — a) 

on voit que 

Ainsi I'hypothese {Til) est verifiee. L'hypothese (W2) est immediate. En 
effet 

I I e~^^\x\'^v^{ds,dx) =e~^^ / e^o^ / \x\^F{dx) 

JrJo Jo ^ — Jr 

La propriete (TLCPS) est prouvee. Afin de demontrer les proprietes (LFQ) 
et (TLCLFQ) il nous suffit de verifier l'hypothese (W2). □ 
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